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INTRODUCCICON

Ingenieros y Fl““COS tienen frecuentemente la necesidad de corocer la res spuesta
transitoria en el problema de {lexidn de vigas prismiticas de seccién cualquieray
sometidas a la accidn de cargas variables con la longituG y con el tiempo. Para
ello cuentan, especialmente, con tres ecuaciones diferenciales de movimiento, que
gobiernan las vibraciones transversales de barras elésticas uniformes, que son:
la ecuacidn veﬂﬁntal, la ecuacién de Rayleigh y la ecuacidén general, denominada
de Timoshenko « En la deduccidn de esta Gltima se tiene en cuenta no sélo la
inercia rotatoria -—como sucede en la de Rayleigh-, sino también la deformacidn
debida al esfuerzo de cortes

Ahora bien: el efecto de cargas concentradas; aplicadas slbitamente, no es des-
crito con exactitud por la ecuacibn elemental, pues el desarrollo de Fourier de -
las cargas conceniradas que contiene armdnicos de longitud de onda infinitésima
dcter parabblico de esta ecuacidn, producirdn velocidades de fase infini-
por lo tanto, perturbaciones baja Jongitud de onda no serin reproducidas

J e 1 car
fas (2);
con precisidn por le ecuacibn elemental,.
Si deflinimos como fendmeno de "dispersidn" la re asi(’m entre velocidad de fuse
y longitud de onda en barras infinitamente largas * s ¥y comparamos valores de
1ispersién calculados exaciamente por la teorfa cléstica para barras de seccidn

.

(+) Este fenbmeno se du en forma mis complicada en barras vinculades
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pirculaf, con los obtlenidog por las ecuiaclones de Ravleigh y elementul, su:obwcrv
va una fTuerte discrepancia para valores oltos de lorgitud de onda. Sin cwb“rro,_
en la primera no se produce una trasmisidén infinitamcente rdpida de perturu“c1one'
como serialuamos para la segundae. En cumbio, las curvas de dispersién par  el modo
flexional de una barra c1rcula~ de la ecuacidn de Timoshenko y la exacta,'co:nc;«
den satisfactoriumente para un ancho espectro de lonultuueg de onda, por lo gue

(

podrdi presumirse que esta ecuacién gencral que nos ocupa, dard resultados preei -
sos pars barras con otras formas de seccibn transversal (3 ’

Hemos asi justificado sucintamente la importancia de la ecuacidn general de mo-
vimientc en problemas précticos y de alli su uso divulgado; una de las forwas més
simplcs de afrontar un esiudio real, es a través de la simulacibdn de la ecuaciln
diferencial, por medio de una aproximacidn en difcrencias finitas.

Sabemos que simulacidn en diferencias finitas de loc ecuacién Tiroshenko, irae
aparejado, como acaece en todc problema de ondiciones iniciales; el estudio de la
que denominamos estabilidad numérica, es decir, garantizar gque el crecimiento en
el tiempo de los errores introducidos en los dates para t = O, no inveliden los
resultados. En este trabajo se calcula el 1limite o zona de estabilidad de una vi=
ga Timoshenko simplemente apoyada, a través de unos pardmetros que relacioran los
intervalos temporal y espacial de una malla rectangular uniformemente espaciada,
con la que cubriremos el dominio de validez de la solucibn. Se utiliza un angli -
sis matricial de estabilidad.

Los pwfmetros de estabilidad se han buscado de mancra tal que sean semejantes
al que se utiliza en el n oblc a e estabilidad en la simulacidén de la ecuacidn
elemental de mov1mlento 7 spero en nuestro caso no surgen sdlo en fun --
cién de las constantes fisico-geométiricas de la viga y del nlmero de puntos inie-
‘riores en que dividimos la misma, sino tembién de la Pedla absoluta del intervalo

especial o temporal, denenc1endo del parémetro adoptado. Tal cosa no sucede con

1& ecvacidn elemental,

Dos métodox se utilizan para acetar el parémetro de estabilidad, y ambos se fun-
damentun en la filosofia de introducir vectores ficticios de desplazamiento, para
con ello disminuir el nimero de niveles de la ecuacidén matricial orizinzl cue go-—
bierna el proceso en el tiempo. Transfermamos asi el estudio inicial en un proble-
ma lineal de autovalores con matrices ampliadas, que a su vez eguivalen a otro no
lineal de autovalores con una matiriz, funcidn de las originales, gque es posible
resolver exactamente.

El primero de los mnétodos desarrollados permitird 1leéar més directamente o la
epxresidn del 1li{mite buscado.

Se presentan un esquema explicito y otro implicito.

Se calculan, por =imple pasaje al limite, los parimteros de estabilidad de¢ las
ecuaciones de Rayleigh y de la elementals.

Y

ECUACTON CENFRAL Dh MOVIIIENTO

La ccuacidn diferencial ordinaria que gobierna el problema de vibtrazciones trans-
versales de una viga eldotlca priswfitica de seccibdn constante con al meros un &je

A4~

de simelrfa, de longitud L, teniendo en cuenta en su deduccidén la inercia roizio-



ria y la deforimacidn por cortey, y vibrando er cl plano de simctrfa, o 1
g ! g
/aa,+/zw é?ﬂzfa?_&:é,‘ /_ﬁgzs_z,z)) (1)
D9 T R T Tmiatt T o Er geAE iz 53t

ciendos
PAC BT, 9FGh=f(364E) y stea=p ()

donde hemos denominadoc como:

u = u(x,t) al desplazamiento transversal el eje de la pieza, donde x(0 £ x &L
y t(t > 0) son las coordenadas espacial y temporal respectivamente.

E - médulo de Young
bdulo & ] dad t 1 £
- mbdulo de elasticida ransversals  ——
: 20t))

cocficiente de Poisson
) & .
masa especifica
- &rea de la seccidn transversal
- momento de inercia de la secciébn

- factor de corte

BRI YD @
!

- p(x,t) - carga aplicada

Definiremos como condiciones o datos iniciales a los siguientes valores para
t o= O3

ﬂ[x,o): If:‘(z) (3)
gg[&o)=7lz‘&) ()
z A
??f%(%fﬂ—/f @) (5)
24690 %) (6)

donde fq1, fpy f3 ¥ f4 son funciones conocidas de X.

Asimismo, las condicicnes de borde de una viga Timoshenko simplemente apoyada y
sin momentos aplicadcs a sus extremos, sons

¢ (o, Y=o

/« (a,f) o

b P~~~
(OIS |
— N s S

N
S’\
e
“k
it
Q
P
bd
O 0

sjendi/ﬁk(x,t) ¢l momento flector.
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SIMULACION DEL PROBIIMA IN DIFSRENCIAS FINITAS

Para utilizur una aproximecién en diferenciss finitas, espaciumos uniformemente
. . Y ¢ . . . v
el dominio de wvolucidn en sentido x y en gentido t , tal ques

X = LA (£=~1,0,1,2... 7,141, M+2 ) (11)
bzjk (j=-3-10,12..) (12)

donde h y k son los intervalos espacial y temporal respectivamente, siendo M el
mimero de puntos interiores en que dividimos la viga, o sea:

Moh = L (13)

Denominaremos, ademés, comos
ﬁj‘ :/é(z"/é/a/ﬂ%//}é/ (14)
4%;‘:'4%'(k21éﬁ}5? ét(ZA;/ﬁé/

(15)

57
i . g . .
y definiremos como U, la solucién para la aproximacién en diferencias, correspon-
diente al valor teérico uﬁ, o0 sea, que tendremoss
i i
'Uj = uj - e (16)

denominando con e al error de discretizacidno

Como observamos en (11) y (12), deberemos hacer uso durante el cdémputo del proce=
so, de los siguientes puntos "ficticios"s

i=~1 e i=M4+ 2 en sentido x

Yy jJ==2 y J=-=1en sentido t.

Paera pasar a la fcrma vectorial de la ecuacién en cuestién, debémos desarrollar
en diferencias finitas las derivadas que aparecen en (1) y las condiciones de bor-
de (7), (8), (9) y (10)s Utilizaremos, tanto para el esquema explfcito como para
el implfcito, diferencia central, pero debemos tener en cuenta que la discretiza -
cién de las condiciones de borde, al tratzrse de una ecuacién donde se han coagsi -
derado las deformaciones por flexién y por corte, incidird sobre el téruino inde -~
pendiente, es decir, que el vector de cargas serd modificado al pasar a diferen

cias finitas,
Vezmos, entonces, la expresibn, en diferencia central, de las condiciones de bor—
de (7), (8), (9) y (10) respectivamentes

(0]
= O :
uj (17)

H - 15



A% 40
=P ) (28)

U§+l a O <l9)
2 ¢ 9kl mu
v -(u}J 7 =Py ) (20)

Asi podremos definir los siguientes vectoress

‘ ! ,,2 7 :
#f -
z:f/?q://éj B J“”/@/ (22)

dendes

./ /f/ }{)/f/ (23)
,é/ f/; Z’//g”*’ (o0)

FORMA VECTORIAL DEIL PROCES0Q

Luego de hacer el pasaje a diferencias finitas de la ecuacién (1) y de las con-
diciones de borde, llegamos al siguiente esquema de recurrencia en el tiempo de
cinco niveles, que nos permitird, numéricemente, predecir la respueste transito =
ria de una viga bajo el efecto de una carga&ﬁ(x,t):

/Véﬁ: [AJ/@/’W +[5]/VZ, aA[A]/IZ.‘f -[Z]//?ézf[K]//Z{;f n

donde lac matrices [A] ’ [B] y [Y] , de orden M, dependeréin del esjuema explfcito
o implfcito que adoptemesy, y que describiremos en cada caso. fI] es ia matriz uni-
taria,

Por otro lado, debemos indicar que en el estudio de propagacidn de errores, el
vector de cargas no tiene influencia, razbn por la cueal de aguf en adelante no
serd tenido en cucnta. '
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REDUCCION DLL ES.UZHA (ler KLNOLO)

Definimos un vector ficticio de desplezamientio ;Mq;<lc orden (3M), comos

i
(M= 1 Vin /
e w

Introduciendo (26) en la forra vectorial (25), sin consideracién de cargas, 1lle-
gamos al siguiente esquema equivalente:

[a])u, = [PIjn] - [aiyny,
o el anilogos

-
{ Wiy = [@T[F T -LTIf
' .- (28)
Observamos que el esguema vectorial (28), de tres niveles, es formalmente idén-

tico al correspondiente a la simulacibén de la ecuacién elemental de movimiento de

Vlgc. Se

N
Hemos denominado en (27) y (28) comc matrices [P] y [@], de orden (34), a las
siguientess

[x] [ﬂﬂ z[f]/ [x]

[P] = (1471 [o7 ,[/3

-—.—...._.-_......1...---

[7] 1 r[e] | [7] (29)

[I] | [«]-T4]1 [1]

—— e v o — -
S mn ) e o

[e] =|p1| p7 | [e]

-_5___—.——.—-——‘—

[]! [F] | []

(30)
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R . | . . . . r AT
londe tedos laas submatrices deo [E] v [Q] gon de orden Moy [m] ’ L(B} v [b J son
nalrices areitrariang, pero tules que [Q} rno sea singular,

Atiora biens 1a condicibén pora que el esguenme (20) sea estable ( y por lo tanto
tascidn el (25», ¢s que loo autov?%3res de 1la matlrius EQ] “e 13] esién acotudos
por las siguientes desigualdadess

~2<¢ E@7P) <7 ) (1)

De acuerdo con la teorfa de autovalores, debera sers

(L] [P]- €@ 'P)[7]) (1] =0 S
jue equivale as

(LP] -~ E@7p) [@7)IXf = o -
33

Hemos denominado como /xf a los autovectores del problema, son vectores de orden
(3), o sea, que pedemos escribirlos comos

' r
{2f= {11} g {121 ] (s
siendo los vectores {xif de orden Ms

e
/z‘.f = /X{/ e .‘.1",5,/ ((':/IZ’;) (35)

Expandiendo la ecuacidén vectorial (33) de acuerdo a (34), podemos escribir -~deno-

ninando a 3 como 5(@-’P) -~ que:;

([w]- €L27){ 4] + (LB]#2L1]- €LcTELI)H 4B TELLIIR (36

LET1%] - €Lp]in ) + [5]{4 ] = ©

(37)

17]f4]- 07115 + [97/%f = o ()

(+) o5 sutovalores de cualguier matriz [R]iserén indicados por medio de urnisa letra
miniscula gricga, de las siguientcs formas eguivalentess € (R) o X(R) o
- \
or(:\';, etce
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De la expre<ién (37) o (38), obtenemoss

2 + 2] - € {25} =

(39)

que, reemplazada en la (36), nos permite deducirs

((22)[2]-£.[4]-[8]){%] = o (40)

Hemos conducido as{ nuestro problema lireal inicial de autovalores (33), al
equivalente dado por (40), que no es lineal. Sin embargo, el orden de las matricec
v vectores es M, mientras que el correspondiente a (33) es de orden (). Sefiale -
mos también que la expresidn de las matrices ["(.7, [/1.7 y [77 n0 hacen a la esencie
del problema, ya que no interviene en la resolucién del mismo.

La ecuacibn caracteristica correspondiente a (40), serd entoncess

[[E][= [(€32)[1]-€ra3-[82] = o

(41)

Para el esquema explicito e implfcito que describiremos mis adelante, la uatrnz 
[P] es pentadiagonal y serd el chdr'do de una matriztridiago } +), por lo gue
la expresién de sus auvtcvalores =~ 1{‘ }es sencillo de hullar ?O s La forma espe-
cifica se presentard con cada esquema. Los autovalores ;>465) serd funcidn de 20

grado en € como podemos ver en (41),
Ahora biens por la teoria de determinantes, sabemos que la ecuacidn caracierfs—

tica (41) puede escribirse comos
A

[(c7)= [( D (F) = o
=7

(42)

Para que (42) se satisfaga, al menos algun ;\LCC) ﬂebe anularses. Por nedlo dz
esta condicidn encontraremos los autovalores = &6° /{)como rafces de una ecua-
cién cuzdritica. Por lo tanto, con la condicidn de estabilidad 631), limitamos la
zona dentro de la cual el esquema serd estable.

NIVELES KULTIPLES (2° Método)

. 1 . ) e
Rlchtmyer( ) desarrolla un método matricial para el estudio de la estabilidad,
utilizando una matriz equivalente y que nosotros aplicaremos al esguemz (25) ae la

(+) Sucede e¢sto debido a que tenemos una viga simplemente apoyada. S5i tuvidramos
olras condiciones de borde, el problema decl anflisis matricial de la estabili-
daddeberia abordarse a través de métodos aproximados. Esto puede verse para
la viga elemental con cualgquier condicién de borde en 1la Ref.A(5)o‘



ecuccibn gpeneral de moviwmiento., Para ello definimos un vector /y/ de ordon (/ll-i)

de la siguicnte formas

W] 0, it i)

(43)

Introduciéndolo en la forma vectorial (25) de cinco niveles, se reduce a una
forma equivalente de s6lo dos niveless

/)ﬂ, [e11y7;
(44)

donde ER]'es la matriz de equivalenciae. Observamos gue el esquema (44) es formale
mente idéntico a los que surgen de la simulaciédn de ecuaciones parab8licas de 2°
orden. Ls matriz [R ] de orden (4i) vale:

L4J 1[5]"[,47/ [17

— == --

[ p7 7] e

I I

[R] = |- _i__L

_...l_____

Le], m [o]! [o]
[o]' [o] [I] [o]

(45)

Para gque el esguema (44) (y por lo tanto el (25)) sea estable, debe cumplirse

[§R)] <

(C=t,2---4/) (46)

Denominando como Jeﬁ 5(R), y de zcuerdo con la teorfa de matrices, podemos es-—

(Tr]- §117)7/4f =

gue es un problema lineal de valores propios, dondes

cribirs

{47)

I/]/ //;// //z/ //,/ /{/4/// (48)

H - 20



El veector {gf de orden (4i) indica los autovectores del problema (47). Cedu
vectlor /}&/ es de orden Mg

f9c) < {0 oo gnf”
(c=4234) (49)

8
Cuderley (8) indica cémo puede pasarsc de un problema lineal (47) a uno no li=~
neal equivalente, que nos permitiré hallar los . Para ello deberd cumplirse:

4 3
(L 127 - 28 147 £87)f47 = 0
(50)

Pero es fécil observar que si denominamos comos

)

- 28 /5= sm)
2 (51)

La ecuacidn (44) es idéntica a la (40), que fue hallada por medio del ler. mé-
todo, Una vez calculadas las expresiones de '3 y s6lo se deberi resolver la e -
cuacién (51) de 2° grado en & e imponer la condicién (46), que garantiza la es-
tabilidad del proceso numérico.

Vale la pena, sin embargo, hacer una pequefia ampliacién respecto a la bdsgueda
de los » que nos confirmaré por qué es més directo el ler método expuesto. En
‘efectos de la expresién (51), observamos ques

2
[€) - 19° |
/5] | (52)
‘Entonces, segin (52), se deduce que deberfa ser /£/C;m2 y que es justamente

lo contrario a lo expresado por las desigualdades (31); la contradiccién proviene
de suponer que los valores de J son reales. Por otro lado, de (51) obtencmos:

ZJ: 5_f/££4

Aplicando (46):

[5]=Fe+ ety )< 1
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Admitir que los (S- son rcales es acmitirs € {,4’ (/'{/’; 2 ) s Poro ai f"—‘/t/)o
o €=-/El CO s la condicién (54) més desfuavorable es para ambos casost

[/ + €Ly < 2
{55)

quey por lo tanto, es imposible de satisfacer. Luego, deducimos que la ¥nica, con-—
dicibn posible ess ’

[E/ <2
(56)

jue no es mds qua la (31); entonces los autovzlores de R serdn imaginarios y

siempres
[§]=1
(57)

son lo cual (57) o (56) garantizan la estabilidad numérica del Proceso, en coinci=
iencia con lo hallado por el ler Método.

UN ESQUENA EXPLICITO

Utilizando una aproximscién en diferencias finitas central para simular la ecua-
:i6n (1) y las condiciones de borde de una viga simplemente epoyada, y definiendo-
oreviamente los siguientes pardimeiros de estabilidad:

r- (%)
2
we (E)

llegamos a que la forma matricial (25) es explicita
[B] valen en este casos

(58)

(59)
y las matrices [AJ Yy

(9)(10)

Cal= ¥ [ay]

(60)
iatriz banda tridiagonal de orden M, dondes
= (_4,_?.1. - 25«-}:7) (c':,jz.../v]/"

+) Ko son rececariazmente los Ynicos parémeiros, pues es pocible definir Ve y
-~ . .
fj’/‘ . }if/ = L’/C . Los parfmetros r o /r son los utilizados en el
problema de estabilidad de la ecuacidn elemental.
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‘(cﬁ) &((u) ‘le M(/fu) A ((‘:213,‘./‘4-7')

(62)
v
I ..

(63)

matriz banda pentadiagonal de orden M, dondes
!“ = (2}{4441[__ et grvj (=2 /‘7—/) (64)
bt1= by = B ariw (o= 23-11-1) )
éc‘(‘;ey:éxﬁ;lj 72 < 47{ —'4/’}4/.“25 // 23 /"7/) (66)

¢

_ét'(z;z)_ A -2) = =4

g = - _ - \.:.
73= atn) zq‘(é,)(z,,s 5 (=are2) )

Los i hY bi,'no especificados son nulose
De esta manera, de la ecuscidn caracterfstica (41) deducimos ques

2 (8)= €2 tymy) 7‘[ Y-z 4 40rwe)’ ]

(68)
siendos
7%‘:"‘“ /253 YLW)
(69)
. 248
iz /4 Gt/‘j,f”, (70)

Ye la cordicidn de rulidad de ulgln LXJ(E), ccuacibn (42), encontramos:

. ) ’
2 =228077)= 404 1 /:;i%//’f%u)sf'#ﬂw%%}rf‘zj/z
(estott) { je g2, 201) (72)
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De la condicibn de estabilidad (31), y observando que para todo i se cumples

. )02 2
My DX [4-w)aisybwg +w? [ 75 o -
T2

vemos que para que el esquema numérico sea estable, debe sers

P < [265 40 //Mf@)l;f’w@- w2 [

2 Mzz“
(73)

Hemos as{ acotado para la ecuacidn Timoshenko, el misro pariémetro de estabilidad
que se utiliza para la ecuacibén elemental; sin embargo, deducimos que, fijados el
mimerc de puntcs interiores M y la longitud L de la viga, en realidad esianos acc=
tando solemente el intervalo k de tiempo; esta restiriccidn no aparecfa en la ecus=—
cibn elementale '

Por otro lado, como casos particulares deduzcamos la cota de estabilidad para la
ecuacién de Rayleign (a = 0, b = F/E) y para la ecuacidn elemental (a = b = 0O)
por simple pasaje al 1fmite de la expresién (73)s

Ecuacién de Rayleign

2534 W

e <

e
(74)
Ecuzcién Elemental
/
e < -3
( (75)

Este dltimo valor coincide con los hallados en las referencias (4)y (5) »

UN ESQUEMA TEPLICITO

Aplicando a la ecuacién (1) una aproximacidn en diferencias finitas central, pe—
ro prormediando cn el tiempo las derivadas espaciales, tal como sigues

2% ) 2% )¢
ox? 7y [ 7L /;5-”;%2,‘, /

H - 24
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4( A
2_&./ / f/M 4 75 ¢
¢’y lj 2 [ "ot -1 32’?2)1“2;, ]

(77)
, e (9))10) . o ‘ :
obtencmos un esquema implicito , €s decir, que se deberd resolver un siste-
ma lineazl de ecuaciones por cada linea j-ésiima de tiempo. Ademés, mantenemos las

aproximzciones {17), (18), (19) y (20) para las condiciones de borde. De esta for-
ma, llegzmos a que en la forma matricial (25) ess

[A4] = [C]:/[S]
[B] = [cT7[7)

(18)

¢19)

siendo

[C]z g[qj]

(80)
ung matriz banda tridiagonal de orden M, donde:
Cv= bt 2 (i=ho.. M
bt 2 ((z42..4) o1)
C:’((f/) = C;ﬁv) = ({;’ C;f(,gul) 2 /‘: Z/J:"M") (82)
Tarbién:
[S]= 2% 47
= / (83)

donde [S:Ies una matriz banda pentadiagonal de orden M ys

Y L
< (75 #2b-W-3rw) (i=23..m1) 50)

Yy = dypy = A+ L2 (22,3, - A1) (85)

SR AN I I = Zry- . - ,
Yin® LapT Y7 Dy™ 7 é / (25300 11-1) (86)
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4;(;#2)-‘-‘ 4;}:‘-{) = Y3 :44(,,,2) = 42‘(: ﬂf—f){ﬁdj- = _.2,'1)([:,%4' ,41_2)

(87)
Ademiss
W re.
(88)
es una matriz banda tridiagonal de orden Y, dondes
= (W - "ékg‘) :: eee )
f(l - [}V 25 s ([ /;Z M/ (89)
él{‘\ﬁ.} :?l{(“") = flz = Lff(ﬁ-u =é /[t‘:.?);...,’:].;j (90)

Los valores de cij 9 siﬁ y t.. no especificados; son nulos. De esta forma, 12
ecvacibn (40) puedeescribirse Hsis

(€22 [2]-€le) rsT-[cTrTI){%) = 0

(91)

cue equivale @ la siguiente ecuacidn caracter{sticas

[EJfE Je2rc)- ersy-177/ = o (52)

\uevamentie, como ocurria con esguema explicito nairiz | E s a matriz
K tey { el ma explicito, la matriz | E | es una matri
~pentadiagonal, y es el, guadrado de una matriz fridiagonal, cuyus autovalores
s . (63 .
son féciles de hallar o
¥nionces, debe cers

/[Z;Z/::é{;i JA,f(Z?) = 0
(93)

Da (93) observamos que algdn ;x(ﬁﬂ deve snularse y ello nes conduce at

- /7.2 . 4 k 2
o = [Qprwby [€ G [olrwa ) arwba prwla] €pfta-crw’]
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donde 1y Wy % han sido definidos en (58), (49) y (70) respectivamente,

Da lu condicibn (31) obtenemos la condicién de estabilidad de la ecuacidn Timao
henko para el esquema implfcito adoptadoe. No nos detencmes a ancliszar la cota del
cano generel, pues dependerd de los valores abcolutos de log intervalos en rela -
cién con las constantes fisico-geométricas a, b y ce. Como verificucidn necenaria,
analicemon el caso de la ecuacién elemental (a = b = 0). Entonces, de (94):

£- 2
142127
¢ (95)

De las condiciones (31), se observa que deberd ser simultdneamertes
rz? > o
(\ 7~ _,(96)

2.
1474 2 0 (97)

por lo que se satisfacen pars todo valor de r, en coincidencia con lo hallado cn
la Referencia (5).
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