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INTRODUCCION 

¡pgGnieros y Físicos tier"en frecuentemente la necesidad ele conocer la reE>PU8<3ta 
t . t . 1 ' l ' i'] . .. d . . ,. t. l . ,. 1 • ransJ or1.a en e proo ema ae .ex1.on e v1.gas pr1sma 1cas <.,e secc1.on cua~qulera,-
sometidas a la acci6n de cart..~a.s variables- con la longi tw:! y con el tiempos Para 
ello cuentan,· especial:nente, con tres ecuaciones diferenciales de movimiento, quE! 
g-obiernan las vibraciones transversales de barras elásticas uniformes, que son~ 

la ecuación el~'J.}ntal, la ecuación de Rayleigh y la ecuación general, denominada 
de Timoshcnko ~ En la deducci6n de esta ~ltima se tiene en cuenta no sólo la 
inercia rotatoria -como sucede en la de Rayleigh-, sino también la deformación 
debida al esfuerzo de corte~ 

Ahora biem el efecto de cargas concentradas, aplicadas súbi tamentc ~ no es des­
crito con exactitud por la ecuaci_ón elemental, pues el desarrollo de Fouric:c de 
las cargar;; concentradas que contiene armónicos de longitud de onda infinit~sirna 
y el(~~rácter parabólico de esta ecuación, producirán velocidades de fase infini­
tas ¿j; por lo tanto, perturbaciones baja longitud de onda no ser~n reprod~cidas 
con precisión por la ec~ación elemental& 

Si dcf'inirno~J como fenómeno de "dispersión" la rela~;fiÓn entre velocidad de útso 
~ . ' ' ' } b . f' . t .. 1 \+} 1 d ;;l .lODGlLrUu co or~e;a en o.rras lil lnl ... 2.r.1en L·e __ argas ~ y cor!iparamor.: va ore~-; e 

cl:l.spcrsión calculado¡_; exactamente por la teoría eL.i.~;tic!l para barras de sección 

(+) Esto fen6rneno se da en fonna más complicada en barras vinculadas~ 
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,circular·, con lon ol;tenic1oo por lin;; ec:wwLow:;:: do ru •. vlnigh y cJcmental, :;u ob:.:cr­

va u1w fuer te discrepancia para vnloceé: u.l t.o:; ele 1otJ{~:i iwi de ondn. Sin t:l4b~,rco, 

en la pr:irnern no se produce una trasn:itd 0n infini Ui.r:icnte r~vidn de pel"tur:iJaclone: 
00100 ~;urínlwriOc1 par·a la B(~cunda. En G<..tlnbio, lu:J curvau du di:lpor::úón pa.f~'~ el mbdo 

flexional de una barra circular do la ecuación do 'i'imo;;henko y la exacta 11 co:inci· 
den !:>a ti ::d'actoriu.mcnte para. un ancho er;pectro ele longi tudos de onda, por lo qne 

podrú pro~;umirse que esta cmwción een.:;ral quo no;; ocupn7 darú. rcr;ul tados prcci -
sos IJHra barras con otra o formas de sección tranr:vcrsal \3). 

Hemos n.~::í justificado Bucin tr,..11en te la irnporté:mcin de la ecuv.ci ón eeneral de mo­
vimiento en problema¡:; pr&:cticos y de allí su m:.o di vulcado; una de las fo:rn:as rr:§s 

simple~; de afrontar un estudio re9.l, es a través de la simulación de la ecu~~ción 
diferencial, por medio de una aproximación en diferencias finitas. 

Sabernos que simul<-.ción en diferencias finitas de le. ecuación '.ricoshenko, trae 
aparejado, como acaece en todo problema do ondiciones iniciales, el estudio de la 
que denominamos estabilidad nuwérica, es o ecir, g-arantizar que el crecir:~:i.cn to en 

el tiempo de los errores introducidos en los datos para t = o, no invaliden loo 
re~ultados. En este trabajo se calcula el límite o zona de estabilidad do u~a vi­

ga Timoshenko sim1Jlemente apoyada, a trF.:.vés de unos parámetros que rcla.cior,an los 
intervalos temporal y espacial de ·una mrüla rectangular uniforn~emente e:::;J1ncü:d.a, 

con la que cuLrirer:1os el dominio de validez de le. solución. Se utiliza un <n.~li 
sis matricial de estabilidad • 

. Los p:r{i.Jr.etros de estabilida.d se han buscado de manera tal que sean sen1c :;an t<c<s 

al que se utiliza en el pyoblcma~~c estabilidad en la simulaci6n de la ecuació~ 
elemental de movimiento( 2 (4) (:1 1 ;pero en nuestro caso no surgen sólo en fun 

ción cl.e las constantes físico-geométrica¡:, de la v:iga. y del número de punto~-, intc-

. riores en que dividimos la misma, sino twnbién de la medfu absoluta. del intervalo 
espacial o temporal, dependiendo del parárnot:ro adoptaC.o. Tal cosa no suceC.e con 
la'ecuación elemental. 

Dos m6todo3 se utilizan para acot~r el parámetro de estabilidad, y a~bos se fun­
d.amcnt:;:. on la filosofía de introduc;ir vectores ficticios de d8splazw:,icm·co, pa:r·a 

con ello disniinuir el número de niveles de la ecuación matriciéi.J or:i.cir;.al que .;o­
bierna el proceso en el tiem_po. Transformanos así el estudio inicia.l en un proble­
ma l:inca.1 de autovalores con matrices ampliadas, que a su vez equivalen a otro no 

lineal de aut.ovalores con una matriz; función de las originales, que es posib)_e 

resolver cxact~~ente. 
El prh:oro de los Détodos desarrollados permi tirú llegar más directamente o. la 

epxresión del lfr:~i te nuscado. 

Se presentan un esquehla explicito y otro implícito. 
Se calculan, por simple pasaje al licite, los par6mteros de estn.bilidad ~e las 

ecuaciones de Rayleieh y de la elemental. 

I,a CCUD.ción diferen9ial ordir.aria C}L<C cobierna el problema de vibr:~cion\.c!:.; tnm;..­
vornalcs do una vi&ó.l elástica PI'Ü>'í,f.tica de secc:ión con;;tante con a:t rr:<'r~o:> tJ:J <:jc 

de sirc:e Lría, de lor.gi tucl L~ teniendo en cuenta en su dt:ducci6n la inercia re' t::.c Lo-
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r:i il 'J' lo defo:nrac.i.ón por· corte, y vibrando er; el pl<>.no do ~>Ü1ctr.1'a, 

(}) 

( 2) 

clor:de hornos denominado como: 

u= u(x,t) al desplazamiento transversal al eje de la pieza, donde x(O ~x $ L: 
y t( t >O) son las coordenadas espacial y temporal rcspectivmncnte~ 

E - módulo do Young 
E 

G ·- módulo de elasticidad transversals · Z{Hj)) 

~ - coeficiente de Poisson 

f - masn específica 

A - ~rea de la sección transversal 

I - momento de inercia de la sección 

factor de corte 

p- p(x,t) -carga aplicnda 

Ilefj niremos como condiciones o datos iniciales a los siguientes valoreE> para 
t "' O: 

.-u(x, o)::= !; (:t} 

J1rx,o} ==¡;(/e) 

~~r~oJ=IJ ~J 
17fZ 

~(X; o):::-/.¡ (x) 
~t] 

( 3) 

(4) 

(5) 

(6) 

donde f1, r 2 , fJ y f4 son funciones conocidas de x. 

Asimismo, las condiciones de borde de una 
sin no:nentos aplicado;; a sus extremos, son& 

.«(O¡ t)~ o 
/ (o1t)::: o 

-«- (L, f:} ::: o 
r (L1 t):=.o 

~dend/(x,t) el mo:ncnto flector~ 
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( 7) 

(8) 

(o) 
\ / 

(lO) 



Para u ti l:i ~;l:ir una aproximación en difcreneias finitas, oopaci~moo 
ol domlnio de ~~luci6n en sentido ~ y en sentido 1 , tal ques 

,(.¡, .::: A..¡{ (./:::-~o,~ ~2 . .. 11J /o'Jfl" M-f2) 

~ ;;; ). k r.J = -~-~o/ ~ z/ ... J 

uniformemcn te 

(11) 

( 12) 

donde h y k son los intervalos espacial y temporal respectivamente, siendo M el 
número de puntos interiores en que dividimos la viga, o seaz 

Moh = L (13) 

Denominarerr.oE, además, como: 

!). : ;r;z/) &J~ )fi'ÁIJJ) ( 14) 

y .u.f =.u{~·.~~):: .u r"iui) ( 15) 

y definiremos como U~ la solución para la aproximación en diferencias, corre¡:;pon-
J . 

diente al valor teórJ.co uj, o sea, que tendremos: 

i i 
.U. "'u. -e 

J J ( 16) 

denominando co:n e al error de discret.izacióno 

Como observamos en ( 11) y ( 12), deberemos hacer uso durante el cómputo del proce­
so, de los siguientes puntos "ficticios": 

i = -1 e i - M + 2 en sentido x 

y j = -2 y j e -1 en sentido te 

Para pas~r a la fcrma vectorial de la ecuación en cuestión, debémos desarrollar 
en diferencias finitas las de:civadas que aparecen en ( 1) y las condiciones de ·bo:::­
de (?), (8), (9) y (lO)o Utilizaremos, tanto para el esquema explícito como para 
el implícito, diferencia. central, pero debemos tener en cuenta que la dir;cretiza -
ci6n de las condiciones de borde, al tratarse de una ecuac:i.6n donde se han conn:i. 
derado las deformaciones por flexi6n y por corte, incidir~ sobre el término inde -
pendiente, ea decir, que el vector de cargas será modificado al pasar a diferen 
cias finitas. 

Veamos, entonces, 1a expresjón, en diferencia central, de las condicJones dü boi­
de (7), (8), (9) y (10) respectivamentea 

o u .. o 
j 

( 17) 
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u~1 • -( u~ + ~~~j} ) 
-·· 

UM+l .. O 
j 

M+2 M 9// b/11-l 
uj = -(trj + 'GA ·¡-¡ ) 

Asf podremos definlr los siguientes vectores: 

dc·nde: 

¡v¡. ==¡u.' u.z. ~ . u~ tr 
'j :; j Ji 

E I / T[t -:: f fj' J:/ .. ·t.t' ;;.J T 

h~ 1- /;! /_ E. ¿z ) !J ;; 
r_;- íJ +(¡ GA /rJ 

FORMA VECTORIAIJ DEL PROCESO 

( 18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

Luego de hacer el pasaje a diferencias finitas de la ecuación (1) y de las con­
cUcionen de borde, llegainos al siguiente esquema de rec1.~rrencia en el tiempo de 
cinco niveles, que nos permitirá, numéricamente, predecir la respuesta transito­
ria de una viga bajo el efecto de una carga{Y( x, t): 

(25) 

donde laG mo. tricoB [A) , [B] y [K] , de orden M, dependerán del esquema explícito 
o implícito que adoptemos, y que describiremos en cada caso. [1] es la matriz uni­
taria. 

Por otro lado, debemos indicar que en el estudio de propagación de errores, el 
vector de car¡;ns no tiene influencia, razón por la cual de aq_uf en adelante no 
seri tenido en cuenta. 
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HEDUCCJmr DEL ES:,1J;J.íA ( lcr EC';'0DO) 

Defin:irno:.; un vec ior ficilc:i.o do deoplllza.mien to JWjllt do orden (.3M), comoz 

(26) 

Introduciendo (26) en la forn:a vectorial (25), sin consideración de cargas, lle· 
gamos al siguiente esquema equivalen tea 

[Q]fw~ = [P]/W~ -[~Jjw/ . .1 . lJ~.¡ (j f.J-1 
(27) 

o el antilogo: 

(28) 

Ob~~erva-nos que el esquema vectorial ( 28), de tres ni veles, es forrna1mente idén­
tico al correspondiente a la simulación de la· ecuación elemental ele movimiento ele 

vigas o 
\_ 

Hemos denominado en ( 27) y ( 28) como m a trices [ P] y [ Q 1 , de orden (3M), a las 
siguientes 1 

[Pj 

[o] 

[K} 1 [8}.; 2[1} J [ «') 
1 - - - - - - -¡ - - -

[¡51/ [o] 1 [jJ 
- - -1 - - - - - + - - --
[i] f [o} 1 [r] 

[1] {[6)(]-[4)1 [J) 
- -, --- - - ¡----

:= [o] 1 [(31 1 [o} 
--,-----., 

[o] ,• [ 1'} / [o} 
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1cJ';.In todrt;.; ln~; ~n:hmatricC's do [p] y [q} con do ordct¡ 1·1 y [oG] , [fJ y [f] eon 
nalP:ice~; ar:~; trar-irlL;, pero t:.Jle::> que [~]no f.lea. nin~}Jlur. 

Ahora b:íons la condición pura que ol esquema(;;;'!) ~;ca e32rablc (y por lo tanto 
tr~rr.oién el (25)), en que lon Hutovt}}res de la mutrh [Q] ~-. [P J estén acotü.dos 
por las sj l;,'iJÍentes d~sigualdades: 5 

(Jl) 

De acuerdo con la teoría de autovaloreo, deberá ser: 

(32) 

:¡u e equivale as 

(33) 

Hemos denominado como /x/ a los autovectores del problema, son vectores de orden 
(3M), o -sea, que podemos escribirlos cornor 

sienrlo lo:J vectores /x.J de orden Mt 
~ 

~' 34) 

( 35) 

E:xptmdiendo la ecua.ción vectorial ( 33) de acuerdo a ( 34), podemos escritir ·-deno­
ninando a E como [(Q.1,P)- que: 

( 37) 

[t}f.ft}- E['I}/X¡f f- [1]/~j == o 
( 38) 

(+) :Í.:0:; úU tovalOl"f~:::> de cúaJquier matl·iz (H r-serán indicaJoa lJOI' medí; do ~;-'letra 
win';sc.:ula ¿;rict:.J., de la::; sié,"\lÍentcu fo:;.-mas equivalentes: € (R) o :X.(H) o 

d(R), etc .. 
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De la exprc~i6n (37) o (38), oblenrnnost 

o 
( 39) 

que, reemplazada. en la (36), nos permite doducirz 

(40) 

Hemos conducido así nuos tro problema lir.eal inicial de au tovalores ( JJ), a 1 
equivalente ~ado por (40), que no es lineal. Sin eobargo, el orden de las metriceE 
y vectores es M, mientras que el correspondiente a (3.3) eo de orden (.3M). Señale­
mos también c1uc la expresión de las m a trices Lo<], {(IJ y ft] no hacen a la esenciE 
del problema, ya q'..te no interviene en la resolución del mismo., 

l;a ecuación característica correspondí en te a ( 40), será en toncess 

(41) 

Para el esquema explícito e implícito que describiremos más adelém te 9 la matriz 

[H.~] ce; pen tadiagonal y ser<Í el ?ua.drPjo de una matriz tridiago(I:!:J ( +)? por lo quo 
la e:q_:¡resión do sus au tova lores _:A¡ (EJes sencillo de h:_;.llar 0 ., La forma espe­

cífica se presentará con cada esquema., Los autovalores .>~·(E) se:c-á funci6n de 2° 
grado en ( como podemos ver en (41). 

Ahora bimu por la t0oría de determinantes, sabemos que la ecuación caracterís- · 
tic:1 (41) puede escribirse como: 

M 

/[EJ/= !lJ.&·(E) 
r.=l 

o 

(42) 

Para que (42) se satisfaga, al menos alg1'in ).,·{E) debe anularse, Por medio el;: 

esta condición encontraremos los au tovalores t:;; é{tl; ~¡ p) como raíces de una ecua­

eión cuadr&ticac Por lo tanto, con la condición de estabiliC:ad (,31), limi tG..1los la 
zona dentro de la cual el esquema será estable .. 

NIVELES KULTIFLES ( 2° :Método) 

Richtmyer( 7) desarrolla un método matricial IJara el estudio de la este1bilidad 1 

utilizando una matriz equivalente y que nosotros aplicaremos al e~quema (25) de la 

(+)Sucede c:_;to debido a que tenemos una viga simplemente apoyada. Si tuvi.;ir:L::wu 

otras condiciones de borde, el problema·dcl an&lisis matricial do la estabil~.: 
daddebería abordarse a trav6s de ~6todos aproximados. Esto puede vo~sa para 
1& vica elemental con cualquier condición de borde en la Ref. (5)o 
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(~ctwnión {;uwrrtl dA mov·imicnto. 

de la ~dl.)licnte forn1a~ 

olJ o dcfi n:iwou tw vuc tor /Yh de orden ( <1f·l) 

(43) 

Introduci(;ndolo en la forma vectorial (25) de cinco niveles, se reduce a una 
forma equi v.:1lente de sólo dos ni vele::-a 

[K]///· :; 
(4<1) 

donde [R] os la matriz de equivalencia,. ObnervRmos qtw el esquema (44) es 
mente idéntico a los que nurgen de la simulación de ecuaciones parabólicas 
orden, La matri:;:; [R] de orden (4M) vale~ 

[R] 

[A]I{8]1ÚJJf[I] 
- - 1- -- J- - - -

[I] 1 [o] 1 [oJ/ [o] 
__ I __ L_, __ _ 

. 1 
[O] l. [ 1] / [o J / [o J 
- ~,- -:""/ -- r- --_¡ 
[o]/ [o] 1 [I]/ [o {J 

(45) 

~ . ~ 

1 orm:Lt-

do 2° 

Para que el esquema (44) (y por lo tanto el (25)) sea estable, debe cumplirse 
que: 

1 Jjr;cJ 1 ,< 1 
( /::: 1, 2 .... 'í/1) (46) 

Denomin1-mdo como Ó ~ J(R), y de acuerdo con la teoría de matrices, podemos es­
cribir: 

(47) 
que es un problema lineal de valores propios, donda1. 
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}!;1 v~~ctor {j/ «lo orden (4M) indica los u.utovo(;LOr(!:J del proülema (47). Cc.du. 

vector / j,'} e:_; de or·den M s 

1 Jc"/:: ljú )i2 .. · :;·~ j T 

( ,· = ? ~ j/ 1¡) (49) 

,.._ 1 1 (B) . o. 6 d ' 1 1 ( ) ~~cer ey 1na1ca e mo pue e pasarse ue un proh~ema ineal .47 a uno no li-
neal equivalente, que nos permitirá hallar los Ó • Para ello deberá cu;nplir::;et 

( !il" [ .tJ- ¡.;;J [1'1 1- Ca 7)/' 4j -
¡z J2 el' ~ o 

(50) 

Pero es fácil observar que si denominamos comoJ 

E 
{51) 

L:~. ecuación (44) es idéntica a la (40), que fue hallada por medio del ler6 rr;é­
todo. Una voz calculadas las expresiones de l , sólo se deberá resolver la e -
cuación (51) de 2° grado en J e imponer la condición (46), que garantiza la es­
tabilidad del proceso numérico .. 

Vale la pena, sin embar.;o, hacer una pequeña ampliación renpecto a la búsqueda 
de lo8 J t que nos confirmará por qué es más directo el ler método expuesto. En 
efecto; de la expresión (51), observamos que: 

., 
1 1 j.¡.J•· [ ::: 

¡¡¡ 
Entonces, según (52), se deduce que debería ser 

lo contrarjo a lo expresado por las desigualdades 
de suponer que los valores de Ó son reales. Por 

Aplicando (46): 
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/E/~ 2 , que es justamente 
(Jl); la cont~adicción p~ovienc 
otro lado, de (51) obtenerr;os: 

(53) 

(54) 



l.clmitir que loG J son rca1er; en nrimitir: E2.:;,LI (/[/~ 2) 1 poro 8i t·=/t/;>o 
o € .=. - / [.{ < O la condici6n (51)) más desfnvora.b le en pnra ambo e Oflr.lO~a 

/E/+{?:¡ ~2 
.(55) 

~1nc, por lo tanto, es imponible de ~:.mtiBf<'.cer, Luegos deducimos que la única con­
iici6n posible eu: 

/E/ (! 
.(56) 

:¡m:i no es más quo la (31); entonces los autovalores do R serán imaginarios y 

s:i.ernpre# 

¡¡ 1 = 1 

::::on lo cual (57) o (56) garantizan la estabiJ.iüad numérica del proceso, 
lencia con lo h2llado por el ler M~todoe 

UN ESQUEl•}A EXPLICITO 

(57) 
en c::oinci-

Utilizando un~ aproximación en diferencias finitan central para simular la ecua­
::ión ( l) y las. condiciones de borde de una viga simplemente a,:poyada, y definiendo­
:Jrevia.mente los siguientes parú.:netros de estabilidad: 

l'-1:::.: r!:s- F 'ht/ 
'(58) 

-ur := (~)2 
( +) 

(59) 
llegamos a que la forma matricial (25) es explícita ( 9 )(lO) y las matricez [AJ y 

[ B J valen en este caso! 

(60) 

¡atriz banda tri.diag,onal de orden Mj donde: 

( 61) 

-;) ro SOD r.ecs::uJ':iu:'iCr.i.f, Jos Ú.nicos parámetros, pues es posible defi::Ür --¡r;'f y 

( ff'. Jv) :e f::/c ~ Los par{;.rnotros ro;';- son los utilizados en el 
proble~a de estabilidad de la ecuaci6n elemental@ 
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( 62) 
y 

(63) 

matriz banda ¡¡entadiagonal de orden M, donde~ 

(64) 

(65) 

(66) 

Los a .. y b 1 . no enpeci_fi cad6s son nulos .. 
~ J ,1 

De esta manera, de la ccuución caracteristica (41) dedud.mos que2 

(68) 
sie:nd o; 

( 69) 

(70) 

Jjo ln cor:cUc_í.<'ín de nulidad do u1c;ún )\'(E), CJCLw.ción (42), encontra1r:os: 

2!) = 2l)f0'1?):: 1t~ JJ~·:! !J_v{¡{6~j~)c~2f/¡6w•¡¡-l )V'Zj 72 

(e.'= ~./ .. . ¡V¡ ) ( .;' ,~ ~ ¿ . • . 2/1) ( 71) 
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De la condición de estabilidad (31), y observando que para todo i se cumple& 

(72) 

vemos que para que el esquema numérico sea estable, debe sera 

r < 
(7 3) 

Hemos asi acotado para la ecuación Timoshenko, el misr:·o parámetro de estabilicla.d 
que se utiliza para la ecuación elemental; sin embareo, deducimos que, fijados el 
número de puntos interiores :M y la longitud L de la viga, en reaJidad estarnos acc­
tando solmnente el intervalo k de tiempo;_ esta restricción no aparecía en la ecuf;.­
oj.Ón elemental. 

Por otro J.ado, como casou particulares deduzcamos la cota de estabilid9.d para la 
ecuación de Hayleigh (a = o, b "' //E) y para la· ecuación elemental (a "" b = O) 
por simple pasaje al límite de la expz:esión (73)1 

Ecuación de Rayleigh 

(74) 
Ecuación Elemental 

1 -.¡.2 
1 -{75) 

Este ~ltimo valor coincide con los hallados en las referencias (4) y (5) o 

UN ESq.JFJ.1A IKPI~ICI'l'O 

Aplicando a la ecuación ( 1) una aproximaciÓtl en diferencias finitas central, pe­
ro promediando en el tiempo las derivadas espaciales, tal como sigue: 

(76) 
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(77) 
. ~ . (9))10) 

9J.>tenc;:;os un esquema J.mplJ.Cl to , es decir, que se deberá re~>olver un siste· 
m a lineu.l de ccuü.ciones por cada línea j-¡~s:iiaa de tiempo. Ademéis, rnan tonemos las 

aproxiffiaciones (17), (18), (19) y (20) para las condiciones de borde. De estafo~ 
ma, llee-amos a que en la forma matricial (25) es: 

[A]= [C}-1 [5] 
{78) 

siendo 

[Cl= !:!:![e··] 
.;J 'J {.80) 

una matriz banda tridiagonal de orden M, donde: 

(81) 

C· .. ,¡ = c. . == e - e :: - 6 /t'- l. 2. AA ,) 
l{(fl_, &((,~¡) f!- "11(A!N) 2 ('- ,;;~ ... ,- {82) 

Tarr.bién: 

(83) 

donde [S] es una rr:a triz. banda pon tadiD.gonal de orden M ys 

1 . . l'J{/ ( ' 1 ) f.l :: ":/;.!r~, ::: 4, ·f -- 1--: ?1 J • • • ¡6 -1 
' .. ~ < t3)) 

1 - 1 cf 1 ::: .'J r 'v"- 1 (t.~ ~ 3 . . . 1~1- ") / ·.- 11... / 0' ' :::- /? ::: - '· b - ";· " (BG) t,c..,¡./ • í<·-1/ ~ 1-1(.~/-U 

H - 25 



- J (JV L T = el [i9] 
(88) 

es una matriz banda tri di ago:na l de orden 1!., do:1-de ~ 

(89) 

(90) 

Los Yaloros de c .. , s .. y t .. no especificados, son nulos .. De esta forma, le 
Ó ( ) ,~J ll. l.J. í ecuac:i. n 40 pueo.e escrJ.bl.rse us 2 

(91) 

que eq_uivale a la sit,'"llionte ecuaci6n caracteristice.: 

j{tJ/: j(t!2)[C}-~ l[Sj -['T] / =o 
(92) 

Nuevamente, como ocurría con el esquema explícito, lo. ~~~atri?. [Bj es una rr.at:riz 
pentndiagonal, y es el(9~adrado de una matriz tridiagonal, cuyos autovalores 
son í'&cn.es do hallar b e 

~1tonces, debe cers 

/i.¡ 

/re 7j.- n- ) '/'"--)- o 1 Lt J .:::: t (L. -
(.::=¡ 

L. 1 - 2 . l 2 
o ::= ~ ¿¿tr;:rtJ,~J t ·.¡. L2(rJ:/:.J¡)-lrPJ6~· ríW' -lf.J J é ff;.1-Z r¡~J :J 

H - 26 



.dando r, vr y 7.,, han oido dofinidon on (5o), ()9) y ('¡o) re~;pcctiv;~mc,nte9 
1 

.Do la contlición (31) obtenernos la comlición ele ectolJiJ.idacl deJa ecuación '.I'i:::c<: 

l1enko 1m:r¿t el esquema ir:tpJÍcito adoptado$ Lo no!:! detencr:w:-:; e. <m~J.Ji:;[H' la coU d\·1. 
ca;~o c;oncTal, puos deponclcr1. de lon valores nb2olutos óo lo~~ intorvaloa en rula -
ción con las corwtnntec físico-e;eométricns u, by c. Corno vor:ificac:!Ón nece~'arir;, 
nnalice;J0~1 el caso de la ecuadón elemental (a -= b "' O)o Entonces, de (94): 

E:::: 2 

.(95) 

De las condiciones ( 31), se observa que deberá ser s:imul táneamer.tes 

fi~ > 4 / o _{96) 

.( 97) 

ror lo que se satisfncen para todo valor de r, en coincidencia con 16 hallado en 
la Referencia (5)o 
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